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Technischer Bericht Nr. 11 

Ueber die Bestimmung von biegekritischen nrehzahlen 
durch Modellversuche 

1. Teil: Theoretische Grundlagen 

·zusammenfassung 

nas Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, grundsätzlich 
und für den allgemeinen Fall die Mögl·ichkei ten zu studieren, 
na9h denen die biegekritischen nrehzahlen irgendwelcher Maschi-. 
nenwellen durch Schwingungsmodellversuche ermittelt werden ·kön­
nen. Dabei zeigt sich, daß es teils vermittelst bisher .bekannter 
Zusammenhänge, teils aufgrund von ganz neuen Gesichtspunkten und 
Wegen stets in einf~cher Weise möglich ist, ~olche Modellversuche 
durchzuführen. Für die Praxis ergeben sich dadurch sehr brauch­
bare und leicht durchzuführende Methoden, uni kritische Drehzahlen 
durch Modellversuche in kurzer Zeit zu ermitteln. niese sind vor 
allem sehr vorteilhaft" in komplizierten Fällen (Kreiselwirkung, 
mehrfache Lagerungen usw,), da dann die übrigen Methoden in der 
Regel versagen oder außerordentlich schwierig'in der Durchfüh­
rung sind • 
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Ueber di'e Bestimmung von biegekritischen Drehzahlen 

durch· Modellversuche 

1. Teil: Theoretische Grundlagen 

1. Einleitung 

Seit lang~r Zeit ist bekan~t, daß die wichtige Aufgabe, dii 
biegekritischen Drehzahlen einer gegebenen Maschinenwelle zu 

. . . ' . . . . _, . 

bestünmen, auf experimentellem Wege durch gewisse Modellver-
suche ._ gelöst werden kann. z. B. kann man stets ·ein im linearen 
Maßstab n-mal vergrößertes .Modell einer- Welle herstellEm, wobei 
n. ein~ beliebige positive Zahl is't, die im Falle eines· verklei-

. nerten Modells auch < . 1 sein kann. · Die kritischEm Drehzahlen ·. · 
des :Modells sind dann :* -m~l so gr<?ß wi~ ?ie der _ursprünglichen 
Welle. Sie k~nnen auf experimentellem Wege qestimmt weJ;"den, in­
dem n{a.n die Modellwelle in Umdrehungen versetzt und· die Dreh~ . . . . . 

~zahlen bestimmt, bei denen sie unruhig läuft. Trotz der Al1ge-
meingÜl tigk~it und . der prinzipiellen Einf~chheit . dieser -zusam- . 
' . . ' . 

. manhänge .werden jedoch solche Umdrehungsversuche kaum· äusge-
,führt, da die praktische . Durchführurig auf beträchtlich~ Schwie­
rigkai t en stößt. 

·. In zahlreichen Fällen, nämlich stets dann, wenn die K~ei- , . 
·selwirkung vernachlässigt werden darf, kÖnnen die genannten . 
Umdrehungsversuche ·mit .einem maßstäblichn-malvergrößerten . 
Modell 'ersetzt werden durch Schwingungsve~suche, was viel ein-

• . ' I I 

facher ist. Die biegekritischen Drehzahlen einer Welle stimmen 
' ' . < < • • 

.. dann nämlich überein mit ihren Biegeeigenfrequenzen. Man kann 
also durch einen Schwingungserreger veränderlicher Frequenz das 
Modell ' einer solche~ Welle zu Schwingungen erregen und durch 
gleichzeitige Amplitudenmessung dessen ·Resonanzen .bestimmen. Die 

·Resonanzfrequenzen sind dann n-mal ·größer· als die zugehörie;;en kri­
tischen Drehzahlen der ursprünglichen Welle. In Abbildung 1. ist 
ein derartiger Modellversuch dargesteil t, ··· ' •· 

In vielen 
zahlen und wenn 
befinden .- darf 

Fällen - und zwar besonders bei hohen Umdrehurigs-
I . . . 

sich a~f dem Roto~ große scheibenförmige Teile· 
- < 

jedoch . die Kreiselwirkung. nicht mehr vernach~ · 
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· lässigt. ·werden· ~· Sie. spielt besonders bei der heutigen Tendenz 

nach ErhÖhung der J)rehzahle.n eine. imme.r größer werdende. Rolle •. 
In diesem Fall führen die. ge.na11:nte.n Schwingungsversuche zu 
.unrichtigen Resultaten. Unter Umständen können sich · Abvyeichungen 

_bis zu 50% und mehr ergeben. In der .vorliegenden Arbeit wird 
' ' 

jedoch eine neue Methode entwickelt, aufgrund der es möglich : 
' ' .. ' 

· ist, durch gewisse abgeänderte. Schwingungsversuche auch die 
Kreiselwirkung zu berücksichtigen. 

Wieder andere Verhältnisse treten auf, .wenn man - was 
meist viel pr~ktischer ist - ein Modell herstellt, das in. der . 
L'inge und_ in der J)icke verschiedene Reduktionsmaßstäbe .aufweist. 
Wenn die Kreiselwirkung vernachlässigt werden darf,· kann man wie.:.. 
der die ursprüngliche. Problemstellung durch Schwingungsversuche 
ersetzen, .und es gilt der Satz, daß .ein Modell, das n-mal länger 
und m-mal dicker ist- wobei natürlich n und m wieder .~1 sein 
können- , ;z -mal schneller schwingt als dte . ursprüngl~che 
Welle. · In den häufigen Fällen, in denen die Kreiselwirkung be­
rücksichtigt wer~en muß, gilt diese Schwingungsanalogie aber 
nicht mehr. Die in der vorliegenden .Arbeit entwickelte. neue 
Methode. gestattet jedOch, auch jetzt durch gewisse abgeänderte 
Schwingungsversuche zum Ziel zu kommen. · 

Aus den vorstehenden Betrachtungen ergibt sich, daß kri­
tische Drehzahlen stets nach klassischen Methoden ·und in ein- . 
facher Weise durch Schwingungsmodellversuche ermittelt ·werden. 
können·, wenn die Kreiselwirkung vernachlässigt werden darf. 
Auch bei komplizierten Wellen (mehrfache Lagerungen, fliegende 
Anordnungen usw.) wird die Theorie dieser Modellversuche er­
sch()pfEmd beherrscht durch den bereits · erwähnten Funda~ental­
satz, ·daß ein n-mal iängeres und in-mal dickeres Modell im Prin- . 

zip gleich, jedoch ~ -mal schneller schwingt. wenn dagegen die ' 
Kreiselwirkung nich%mehr vernachlässigt werden darf, kommt man 
auf 'dem bishe.rigen Wege n~cht ·mehr zum Ziel o Eine Hauptaufgabe 
der vorliegenden Arbeit besteht darin zu zeigen, wie man diese 
Schwierigkeit durch Heranziehung gewisser ne'l,ler Gesichtspunkte 
überbrücken kann. 
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Um solche Modellversuche zu einem in der Praxis leicht 
' . . 

verwendbaren Verfahren auszugestalten, ist neben der erwähnten . \ . .· .. · . 

Schwierigkeit hinsichtlich der Kreiselwirkung noch ein zweiter 
. • ! ' . ' - . '-- ·- - . .• 

Gesi9htspunkt von . ausschl~ggebender Bedeutung:· Solche Versuche 
müssen in technischer Hinsicht l .eicht · ,und einfach durchführbar 
sein, Der am .nächsten liegende Gedank~, da~ Modqll einer Welle 
zu drehen, erweist sich bei .näherer Prüfung meist als sehr 'um-:­

ständlioh. Ebenso ist es im allgeme1ne_n nicht einfach,· ein 
Modeil zu gi~ßen. Als zweite Hauptaufgabe ~rgibt sich also, 
nach Möglichkeiten zu suchen, wie solche Modelle leicht, ein-: 
fach · und rasch hergestellt und notfalls auch abgeänd.ert _werden 

. können. Als .brauchbarster Weg erwe"ist sich dabei de~ Aufbau 
von Modellen durch Zusammenkleben aus einzelnen Teilen. _ 

. . . 

Diese beiden Hauptaufgaben, die Berücksichtigung der Krei-
selwirkung bei Modellve.rsuchen und die AusbiTdung von einfachen . 
Möglichkeiten für die Mo~ellherstellung, · bilden den wesen~lichen 
Inhalt der v:orliegenden Untersuchung~ n_urc4 ihre Lösung wird · es 
möglich, . fü;:' jede. Maschinenwelle durch einfach· .durchzufÜhr~nde . . 
Modellversuche 'die kritischen Drehzahlen zu ·bestimmen. 'I 

I ' . 
Erwähnt sei noch, daß sich die vorliegende Unters~chung 

,beschränkt ·auf den üblichen Fall der kritischen Drehzahlen im .. 

Gleichlauf, während der praktisclt kaum wichtige Fall des · Gegen~. 
laufssowie weitere außergewöhnliche Fällehier nicht in Be- · 
.tracht gezoge;n werden. · 

2. · Zurückführung ·auf stati sehe Betrachtungen. 
. ' 

Zur theoretischen Behandlung erweist es sich zunächst als 
vorteilhaft, die beiden auftretenden dynamischen Problemgru'ppen. 

' . . ' . 
- es handelt sich einerseits um Eigenschwingungen, andererseits 
um kritische Drehzahlen"- auf solche der Statik zurückzuführen. 

' . . . . . 

E~ wird · sich zeigen, daß 4as in beiden Fällen in ~infacher Weise 
~eschehen kann. Ferner setzen wir im folg~nden ~in~ Welle .in der 
Art der Abb. 1 voraus, die einerseits aus biegsamen zylindrischen 
Wellenstücken Bk besteht (~ellenteile B1 , B2 , B4, B5, B6 , B7, B8 
i~ Abb. 1) sowie ~ndererseits aus den dazwischenliegenden star~en 
Stücken Sk (Wellenstücke - ~ 3 und Sg in .Abb. 1). ~ie Welle kan~ 
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eJ .R2 LeJ_L ft;. I J es ! e, . .Jt,..J~ e.P".I'C t.~ - "''~ 

Abb. 1 . 

auch ciehrfach gelagert sein. Praktisch wird es sich. zunächst­
darum handeln, f3ine gegebene Welle auf ein äquivalentes Ersatz­
system in der .Art de·r Abb • . 1 abzubilden. Für 'die . Länge der ein-. . 

zelnen Abschnitte und di~ Radien der biegsamen Wellenteile Bk 
führen wir ciie · aus Abb. 1 ersichtlichen Beze,ichnungen ein. · 
Ferner seien die Masse eines starren Te:i.les mit m8 _ bezeichnet 

' ' . ' . k 
sowie sein axiales und sein polares Trägheitsmoment mit ·e8· 

' ' '. ' k 
_bzw. tT Sk" Für einen schmalen starren Teil gilt bekanntlich 

\ . 

Trsk ~ 2 esk ( 1') 

Weiterhin sei T ein auf einem beliebigen biegsamen Wellen­
teil Bk befindliches kleines Wellenstück von der Länge dx .(in 
Abb. 1 liegt T im ibschnitt B5). Die Masse von~ hat dann den 
Wert 

. d~T 
2 ' . 

rk •1t. s· dx (2) 

wenn !J die Dichte des Materials ist. In der Fo~gewird es sich 
darum _handeln, alle b~egsamen Teile Bk der Wdlle . in laute~ . sol­
che _kleinen TeilstückeT einzuteilen. T ist also im biegsamen 
Gebiet der Welle als veränderlich anzusehen. 

/ .. 
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Wenn die Welle schließlich ' auf irgendeine Weise deformiert 
.wird, bezeichnen wir die .Auslenkung und die Neigung eines 
starrem Teiles · sk durch Ys und Ys (die erstere gemessen im 
Schwerpunkt . von Sk), währe~d die A~sle:hkung von T durch YT .be .... 
zeichnet sei (Abb. 2) • 

. . .: 
..&~ = -???sJ • 4's • W 

. d"'J 

I ~ ~ 
~·~·;-sJ·~ td~·dm,·"/""' . 

~ ·- .-\·'. - -~", 
\ 1· 

I 

1Js3 

. " n f: "." • ftl' ·w . 'S.9 . ~ d~9 . .· 

Abb. 2 

· Wir betrachten nun das folgende Eigenwertproblem: Durch · · 
irgendeine mechanische· oder sonstige Vorrichtung möge .bewerk­
stelligt werden, daß bei einer beliebigen .Auslenkung der Welle 
ah .den starren Teilen Sk die äußeren Kräfte 

und die äußeren Momente 

2 
PS = mS ·y S •w 

k k k 

2 
M ·=9 ·y' •W 

sk sk sk 

(3) 

(4) 

angreifen (Abb. 2). Dabei ist 'w eine zunächst noch unbestimmte 
' ... I . ;' - ' ' . . 

Konstante. Ferner möge auf das veränderliche Teilchen .T. die Kraft 
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2 = dmT•yT•w . ( 5) 

· wirkeri (Abb. ·2Y. · GesUcht werden diejenigen Werte von w und die­
jenigen Auslenkformen, bei denen sich die Welle in ·einem (labi­
len) Gleichgewichtszustand befindet. 

Dann ist sofort klar, . daß di.e Lösungen dieses Eigenwert­
problems übereinstimmen mit . den Frequenz'en und -den Schwingung.s­
formen der ·Eigenschwingungen der Welle; denn die KrEifte (3) und 
( 5) stimmen~· überein mit den Trägheitskräften biü einer harmo-

.. . ' . 

nischen Sc~wingung der Frequenz w, und nach ·bekannten Sätzen 
der elementaren ~echanik kann jedes bewegliche mechanische\ 
System in jeder Lage fixiert werde:r1,, · wenn man äußere Kräfte 

\ ' . . . 
von der Größe der jeweiligen _Trägheitskräfte anbringt. :Oie 
Aufgabe, di~ Eigenschwingungen der Welle zu finden, kann also 
ersetzt werde·n durch das oben genannte statische Eigenwert­
problem. · 

Noch einfacher liegen die Verhältnisse. bei den biegekri­
tischen Drehzahlen. Führt man ein Koordinatensystem 'ein, das 

• I • • 

' mit der Welle rotiert, so treten in diesem Zentrifugalkräfte 
als statische S~heinkräfte . au:f; urid die kritischen ·:orehzahiem 
sind die Umdrehungszahlen; bei denen· Gleichgewichtszustände der · 
Welle unter der Wirkung dieser Zentrifugalkräfte möglich sind. 

Nach bekannten Formeln gelten ftir · die Zentrifugalkräfte, 
die bei einer Rotation mit. der Winkelgeschwindigkeit w auf­
treten, auchdie Formeln (3) und (5), während . (4) nicht mehr . 
gilt. Daß (4) nicht -'mehr richtig ist, erkennt man qualitativ schon 

. I . 

daraus, daß, wie in der Abb. 3 angedeutet, die Zentrifugal- ·· 
kräftebei einem · sch~ibenf~rmigen. st~rren TeilSkein aufstel­
lendes ~rehmoment zur Folge haben, · also ·ein Moment, das die 
entgegengesetzte Richtung hat wie (4). Eine . nähere Untersuchung1 ) 
zeigt, daß dieses neue Moment die Größe 

1) Vgl. z. 

ferner: 

B.: Biezeno-Grammel, Technische Dynamik, 
1. Aufl., Kap. 10, Nr. 9 (s. 803 ff). 
Collatz, · Eigenwertaufgaben, 
1. Kap., § 2, Nr. 6 . · 

\. 

' 
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M = 
sk 

(7T. ~ e •:) y I • W2 
.. sk sk . sk 

-(6) . 

hat (Abb. · ·3). -Im ·:Falle einer schmalen Scheibe tritt anstelle 

von .( 6) gemäß ( 1 ) 

·Ms 
k 

. . . 2 
= ... e sk. y sk ~ w - (7) 

d. h., ßas auftretende Momen~ ist · dem Betrage nach gleich 1 aber 
dem Vorzeich~n ~ach · ~ntgegenges~tzi wie (4). iebe~ den Momenten · _ 

_ ·(6) bzw. (7) wirken, · wi~ bereits erwähnt, auf die Welle noch 

Zentrifugalkräft.e von dem f~üheren Beträgen (3} und ( 5). Sie 

· _ sin~ ih Abb •. 3 der Ueb~rsicht wegen wegg~las~en. 

·nr;= \ , , JV __. _ · - \ I =:==:---. " ::"'=>. ,........_ I · I I w::::::::: """"""" ) - '<::1 j ) 

M._ J:: -(17 -t!l )·~~· w~ ~3 SJ - "":f.:3 dJ.:s 

Abb. 3 

Nach diesen Entwicklungen erscheinen die . kritischen Dreh­

zahlen und Auslenkformen als Lösungen eines ganz .ähnlichen sta- ·. 

tischen : Eigenwertpro-blems wie die Schwingungen. Der einzige . . ' ' . 

Unt'ersc~ied gegenüber dem auf Seite 5 formulierten Eigenwert-
problem1 besteht darin, daß anstelle von ( 4) jetzt . die Momente. 

- (6) bzw. (7) . auftreten. 

Damit ist also einerseits die Bestimmung der Eigenschwin-- . . 

gungen einer :welle soWie ander~rseits die 'ihrer kritischen Dfeh-
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zahlen je auf ein statisches Eigenwertproblem zurückgeführt. _ 
Die beiden Eigenwertprobleme unterscheiden sich einzig in den 
auftretenden Mom~nten (4) bzw. (6) und (7). Daraus ergibt ~ich 

. ' . . . . . . . . 

· auch sofort die in Abschnitt 1 erwähnte _ fundamentale Tatsache, 
daß, werin die Kreis~lwirkung vernachläs~igt we~den darf, eine · 
vollständige Analogie besteht zwischen den Schwingungen und 
den kri t'ische_n Drehzahlen einer Welle; denn dan~ verschwinden die 
Momente ( 4), ( 6) und (7 ), und . die betreffenden Gleichungen 
stimmen ebenfalls überedn. 

3. Die Modellgesetze ' für Schwingungen und 
kritische Drehzahlen 

Aus den Betrachtungen des letzten Abschnittes ergeben sich so.:.. 
fort die infragekommenden Modellgesetze für die_ Schwingungen 
und kritischen Drehzahlen einer Welle. Wir betrachten dazu 
Abb. 4 ~ Diese bezieht sich auf den Fall der Schwingungen. ·Die 
obere Figv.r zeigt eine Lö~ung des auf Seite 5 formulierten 

- statischen Eigenwertproblems für die Schwingungen samt den 
dabei auftretenden' Kräften und .Momenten. Es werd~n dabei die 

. - . . - I . · I . 

gleichen-Bezeichnungenverwendet wie im allgemeinen Fall der 
· Abb. 2 • . Ferner sei der ~igenwert mit w und die J)urchbiegungs­

kurve mit y= f(x) bezeichnet. Nach den angestellten Ueber- · 
legungen st ellem diese letzteren Größen gleichzeitig · auch die 
Fre-quenz und die Form einer Eigenschwingung dar. 

Die untere -Figur in Abb. - 4 zeigt eine gegenüber der 
oberen n-mal verlängerte und m-mal verdickte Modellwel1e. 
Diese h~t außerdem eine modellähnliche Auslenkungsform', _ d. ·:_ h., · 
in den Koordinaten -x und y lautet _die Gleichung der Durch-

-~ ' ' i . 
biegungskurve 

(X) -- - -) y = f - = f(x n 
(8) 

wobei f die ' gleiche -Funktionwie oben bedeutet, während f -als 
neue Funktionaufgrund ·von (8) definiert wird. · Im folgenden 
koppeln wir die beiden unabhängigen Veränderlichen x und x 
durch die Beziehung 
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X = n•X (9) 

d. h~, . x und x sollen nicht mehr beliebige, sondern mödell- . 

ähnlich -gelegene Punkt.e . d~r beiden ·Wellen _ darstelllen. Dann 

läßt sich (8) unter BerÜcksichtigung von y ~- .f(x) auch in der ' 

Gestalt schreiben: 

} 

y(x) = y(x) ( 10) ' 

' ~ 

~a '="_".,s3 • ~s3 • '-0 · 

I 

Abb. 4 

.! oll/-:: tLmr· tr • W 

clä r 

B, 

/'} - . ~ 
's • ">"ns.!· Zlso· w ' '.1 d .., 

;g 
f 

~ 

•- .L---1-\V ~ ~ 

tt/1' 
- SJ . 

1?.­
JJ 
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Wir fragen nun nach den Kräften und Momenten, die nötig 
sind, um die. Auslenkungen (8) bzw. · (10) . herzust.erlen, also 

nach den Werten von PSk' MSk und dPT. Dabei soll grundsätzlich 
au6h der Fall in Betrach~ gezogen werden, daß die Modellwelle 
aus einem anderen Material besteht~ J)ies'es soll anstelle des 
ursprünglichen Elastizitätsmoduls E und der ursprünglichen 
Dichte i die neuen Konst~nten E und ~ besitzen~ wob~i sich 
jedoch diese ·~estsetzungen nur auf die biegsamen Teile Bk und 
Bk beziehen, währendindenstarren Teilen Sk und . Sk, . die wir 
uns.mit Einzelmassen und Einzelträgheitsmomenten behaftet den­
ken, im folgenden E = E ' = oo und S .= g = 0 gesetzt werden kann. 
Dagegen sind .dann al-so in den Schwerpunkten der Teile Sk und 
Sk die genann,ten Einzelmassen· und Einzelträgheitsmomente anzu­
bringen,. Schließlich seien die Querschnittsflächen und das 
Flächenträgheitsmoment der ursprünglichen und der Modellwelle 

. . ' 

mit q(x), ~I(x) bzw. q(x), I(x) bezeichnet, wobei diese Funk-
ti~nen naturgemäß unstetig ·sind. In den starren Teilen, die wir 

' . . . ' 

uns, wie oben · festgesetzt, an sich masselos und nur mit . Einzel- .· 
massen und Einzelträgheitsmomenten behaftet denken, können wir 
im folgenden z. B. überall q (x) ~ 1, q (x) ::: m2 , ferner I (x) =:. 1, 

I(x)·_ m4 setzen. Dann 'gelten a~~grund .von (9) die Beziehungen . 

q(x) = m2 .q(x) 

I(x) = m4.r(x) 

·~ 
~ (11) 

j 

~ Es ist nun leicht z~ sehen, · daß die superpanierte :Ourc.hbi'egungs~ · 
kurve (8) bzw! (10) der Mo~ellwelle unter den Bedingungen 

- 4 ,, - E m · P- - - -- p 
sk - E n3 ~k j 

! 
I 

- E m4 I 

l.. ( 12) M-=--. M 
sk E n2 sk 

J - E m4 . 
dPT = E 3 dPT 

n 
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entsteht; denn wenn wir im folgenden das Biegemoment der ur-
-. -. . ' . ' . . \ 

sprünglichen Welle mit B(x) und das der Modellwelle mit B(x) 
. . I . 

bezeichnen, folgt aus (12) unter BerÜcksichtigung von (9) . 

- 4 
-(-) E m • ( ) Bx =E 2 Bx _ 

n 
(13) 

Weiterhin ergibt ~ich ati~ (~3) aufgrundder Beziehungen (11) 
' . 

und· der beiden Stabdurchbiegungsgleichungen 

·die Beziehung 

Y" (X) = ,_]3__(1U__._ E:ITXT . 

Y" (x) = , ·B" Cx) 
. E· I (x) 

Y"(x) 
1' = ":2 y"(x) 
n 

l 
I ·r 
I 

J 
~~ 

Aus dieser letzteren folgen s ·chließlich durch Integration . 

. ·unter. Berücksichtigung von (9) und den Rat1dbedingungen die 

beiden Gleichungen 

Y' (x) 
- 1 .·. - n y' (x) . . 

y(x) = y(x) 

womit die · aufgestellte Behauptung bewiesen ist. 

(14) 

( 1 5) 

(16) 

( 17) 

. In den Ausdrücken (12) kann man ,noch für P 8 , M8 und. 

dPT \ die , in" A~b •. 4. eingezeichneten Werte einsetzen~ Fer~e~ 
., ·folgt aus (16) und (17) 

Ys = Ys . ; 
k k 

Y' - n y..L. • 
S - • s ' 
· k k 

YT = .Yr 

und schli.eßlich gilt · für die Masse dll!-T des modellähnli~h 

gelegenen Teilchens T der Modellwelle entsprechend. (2) : 

- -2 -- 2 0 dmT = rk· • n •0 • dx = m •. n "tt" dmT· 
. . J . ! . 

( 18) ·, 

( 19) 
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Setzt man die Ausdrücke (18) und (19) neben den oben genannten 
Werten für PS , Ms und dPT in (12) ein, so folgen die Ausdrücke. 

k k . 

oder mit 

E m4 ~ - 2 
F.S = E ::-3' mS 'Ys 'w 

k n k k 

- 4 2 - E m n · -. · M- = - -0. •y .... •W 
sk . E n sk sk 

- 2 
~ E o m - - 2· 

dPT = E ~ ~· YT·dmT•W 
S n 

W m tfE•f =~ w 
n. ~· 3 . 

die entsprechenden Gleichungen 

P­
Sk 

~ 2 - -2 = ~ n•m •ms ·YB •w 
~. k k 

- 0 . 3 2 . t:l - -2 M- = -:~- n • m • o • y.J.. • w 
~k · ! sk 3k 

- . -.- -2 
dPT =dmT~YT•W 

(20) 

I 

\ ( 21 ) 

(22) 

Indiesen ;Formeln sind Ysk' Y-§'k und yT zunächst bestimmte, 
sich aus der ursprünglichen Kurve y = f(x) ergebende Werte. Da 

aber die Größeri FS~' Ms und dPT in (22) diesen Werten prop'or­
tional sind, ist die Ivlo~ellwelle auch im Gleichgewicht, wenn 
man y Sk' Y"§ ~nd yT in (22 ). mit irgendeinem konstant'en Faktor 
multiplizie~t. Nehmen wir also an, daß (ganz entsprechend dem 
auf Seite 5 formulierten Eigenwertproblem) bei einer Ausbiegung . . 

der Modellwelle die Kräfte und Momente (22) auftreten, so liegt 
ein zum ursprünglichen modellälmlichus Eigenwertproblem vor, 
dessen Eigenwerte und Eigenfunktionen gemäß (21) und (8) bzw. 
(10) mit den ursprünglichen zusammenhängen. 

Um die. Analogie vollständig zu machen, nehmen wir noch an, 
daß die Teile Sk der Modellwelle die Massen 



und die Trägheitsmomente 

. ,. - 13 

m­
Sk 

- 2' = ,~ n·m ·ms 
lj k 

- - . 3 2 
9- = 9- n .m .es . 

sk ~ • · k .. 

(23) 

-(24) 

besitzen, und daß auch ihre Schwerpunkte modellähnlich zu denen 
der ursprünglichen Welle liegen. Darin schreiben sich die Kräfte · 
und Momente (22) in der Form 

P­
Sk 

-2 ::: m- • y- •w 
sk sk 

- C\ . - . -2 lv.I- · = o- •y.J.. •w 
sk . sk sk 

dPT 
- ~ -2 

= dmTyT w 

(25) 

Damit ist die Analogie vollständig hergest'ellt. Wir nehmen · , 
also an, daß zu der ursprünglichen Welle ein n-mal v~rlängertes 

· und rn-mal verdicktes Modell aus · anderemMateria:L konstruiert sei. · . . 

Dabei sollen jedoch für die Massen und .Trägheitsmomente der star-
ren Teile Sk die Formeln (23) und (24) geiten, und · cl.eren Schwer­

punkte sollen modellähnlich zu dene~ der ursprünglichen Welle 
liegen. Im übrigen kommt es auf die Form der -starren Teile nicht 
an. Entsprechend Seite -5 nehmen wir weiterhin an, daß aufgrund 
von irgendwelchen Mechanismen bei einer Auslenkung der Modell­
welle\ die , Kräfte ·und Momente (25) auftreten und stellen das 
Eigenwertproblem, diejenigen Werte für wund diejenigen Auslenk­
formen zu . finden, bei denen sich die Welle in einem (l~bilen) 
Gleichgewicht befindet. Dann ergibt sich also aufgrundunserer 
Betrachtung, daß die beiden Eigenwertprobleme modellähnlich sind. 
Die zu ihnengehörigen Eigenwerte hängen gemäß (21) -und die 
Eigenfu~ktionen gemäß (8) bzw. (10) ~usam~en, 'wobei b~i den 
letzteren natürlich noch ein konstanter Ueberhöhungsfaktor hin-, . 
zutreten kann. 



J 

14 

' . 
Genau ·entsprechende Aehnli~hkeitsbet~achtungen gelten 

auch hinsichtlich ·des- auf ·seite 6faus·gesprochenen statischen 
Eigenwertproblems für die kritischen Drehzahlen~ · Hierbei tritt 

' im allgemeinen beim ursprünglichen .Problem anstelle von (4) ; die 
Gleichung ~6). Aufgrurid 'ßavon ergibt sich durch eine völlig 
parallele Ableitung anstelle von (24) die Forderu~g 

- - ..;..' . - 3' 2. . 
(Tf- -0- .) = 9. n ·m ·(Ti -es .) . (26) 

sk . sk S . · . . sk k 

und. damit anstelle qer zweiten Beziehung (25) die Gleichung · 

M­. sk 
- . . - 2 = - rJT- . - e- ) . Y'-'- • w · 

. sk sk sk 
\ (27) 

· Der einzige Unterschied der kritischen Drehzahlen gegenüber den 
Schwingungen besteht al~o i~ ailgemeinen d~rin, daß es anstelle 

der axialen Träghei tsmome:::e eS bzw. S Sk · jetzt auf die Diffe...: 
renzen (TTS - e.S ) bzw. (Ti~S - ·~ .) des polaren und. des axialen 
.. . . k k . . k ~ 
Träghei t 'smoment es ankommt. . . 

In dem wichtigen und häufigen Fall, daß die aufgesetzten 
Massen lauter · schmale Scheiben sind, reduzieren sich die Glei­
chungen (26) und (27) auf 

'a. = ~ n3. m 2• e ·. 
sk .9 . . . sk 

- ·e· - -2 M- = - -.- • y-'- • w 
sk sk sk : 

(28) 

. (29) 

d. h., man kommt bis auf das Vorzeichen i.n (29) auf den früheren 

Fall zurück. 

·Nach den . Betrachtungen des 2. Abschnittes können wi;r dies.e 
Resultate schließlich noch in die Sprache der Schwingungslehre 
bzw. der k~itischen Drehzahlen übertragen. Es ergeben sich dann 
. ' 

sofort die folgemden Hauptresultate: 
Zu einer gegebenen Welle, die. aus einem Material mit · dem · 
Elastizitätsmodul E und der Dichteg besteht, sei ein ~-mal 
verlängertes und m-mal verdicktes- Modellkonstruiert aus 
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einem neuen Material mit denbezüglichen Konstanten E 
und f (Abb • . · 4 ). Dabei kommt es auf die genaue Form der 
s~tarre~ Teile. Sk nicht an, sondern nur auf .die richtig.e. 
(d. h. mode,llähnliche) Lage ihrer Schwerpunkte. Ferner 

· sollen für die starren Teile Sk und. Sk die 13eziehtulgen 
gelten: 

- . 2 . 
m~ = li....n.m ·ms 

0 k ~ ·· k 

,: 

•?1\ ö 3 2 

~ ·r· 
_) 

(30) 
'Cl- = za.. n ·m .e 
. sk 9 . sk 

Dann schwingen die · beiden Wellen modellähnlich, und zwar 
schwingt das Mod~ll · 

A=VH·~ (31) 

-mal r~scher als die gegebene Welle. 

:i:m Falle der kritischen Drehzahlen müssen unter 
sonst _gleichbleibenden Verhältnissen anste_lle von (30) . ... _ 

im allgemeinen d~e Beziehun~en . . 
' 

- 2 
. m- . = .S. n • m • ms 

sk S . .. k 

- 3 2 . . 
(32) 

. (if- ..: ~- ) 
sk sk 

= s. n . m • (!Ts 
g k 

- e ) 
sk 

gefordert werden. · Sind diese erfüllt, so be~teht wieder 
Modellähnlichkeit zwischen den biegekritischen Zuständen 

· de~ gegeb~nen Welle und· denen d~es Modells, und _ die kri- ::_ 
tischanDrehzahlen des letzteren liegen wieder A.-mal 
{Gleichun~( (31)) höher als die d.er gegebenen Welle. 

. ' . . . . 

. In dem wichtigen Spezialfall dagegen; daß es . sich um . 
lauter schmale Scheiben handelt, geht die untere Glei­
chung (32) über in: 

.... 

- . 2 _ 2 n3·m ·ß
8
· · 

- '3 . . . k 
0-. ·. sk 

(33) · .. .• 
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Du.rch diese Sätze werden die Modellähnlichkeitsverhältnisse 
·sowohl bei · den Schwingungen als auch bei den kritischen Dreh­
zahlen in erschöpfender Weise erfaßt. Es ergibt sich .au~ ihnen 

. . . . . . . . 

genau, wie ein Modell konstruiert werden muß, damit es sich ·ent-
weder schwingungstechnisch oder biegekritisph modellähnlich zur· 
gegebenen Welle verhält. Dabei bestehen bei der Herstellung des 
Modells noch zahlreiche Freiheiten •. Zunächst können die Konstan- · 
.·'ten m und n sowie das Materi~l des Modells beliebig gewählt wer-
den. Ferner brauchen die .starren Teile nur den Forderungen (30) 
bzW. (32) zci genügen, was bei ihrer Herstellung noch zahlreiche . . . . \ 

Möglichkeiten offen läßt. 
\ 

Auf die~e Weise ist es also möglich, ein Modell je nach dem 
vorliegenden . Fall irgendwelchen Verhältnissen anzupassen. _Im 

·allgemeinen- jedoch nicht immer- wird man von einer gegebenen . . . . 

Welle ein kürzeres und -dünneres Modell herstellen, d .. h~, n und 
m sind dann beide <:1. Ferner wird es stets .vorteilhaft · sein, . . . . 

das .Modell aus einem leicht bearbei tbaren Materia'l . herzustellen~ 
Oft kommt es schließlich bei der Wahl eines Modells in erster 
Linie darauf an, daß dessen Frequenzen in einem günstigelf Bereich . 

. liegen. Dann ' ist .dieser letztere Gesichtspunkt für die. Konstruk­
tion des Modells ausschl~ggebend. 

4. DieAnalogie zwischen Schwingungen und biegekritischen 
Drehzahlen einer Welle -

Im let~ten Abschnitt .wurden die Modellgesetze behande~t, wie · 
sie für die_ Schwingungen und die biegekri t .schen Drehz.ahlen einer 

. Welle gelten. ·· Demgegenüber sollen im vorliegenden Abschnitt die· . . 

Analogien besprochen ·werden, ·wie sie zwischen _den beiden Er-
scheinungsgruppen als sol.chen, den Schwingungen einerseits und 
den biegekritischen Dr~hzahlen andererseits, · zu.Rechi bestehen. 
Schon in Abschnitt . 1 wurde die fundamentale Tatsache erwähnt, 
daß·, w~nn die Kreiselwirkung vernachlässigt werden kann, · eine 
vollständige Analogie besteht zwischen. den _ Schwingungen und den 
biege~kri tischen Drehzahlen .einer Welle. Die Eigenfrequenzen und 
die Eigenschwingungsformen stimmen . dann genau überein -mit. den 

• # • ' 

kritischen Drehzahlen und Auslenkfornien. Mathematisch ergibt sich 
diese Analogie s6fort aus den Betrachtungeri von Abschnitt 2. 
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Denn die ·Schwingungen erscheinen als Lösungen des au'f_Seite 5 
ausgesprochenen, die kritischen Drehzahlen dagegen als Lösungen 
des auf Seite 6{formulierten E·igenwertproblems. Wie dies ber~its 
auf Seite 7 erörtert wurde, stimmen die beiden Eigenwertprobleme 
überein bis auf d:i..e Moni~hte (4) und (6) bzw. (T). Wenn die : Krei­
s~lwirkung vernachlässi~t we~den dkrf, fall~n jeddch diese.Mo~ente 
weg, und es . besteht ~ .efne vollStändige Uebereinstimtnung zwischen 
d~n be.iden Gleichungssystem.en. nas. ist der ~athemat-ische Ausdruck 
der. genannten Analogie." Die beiden an sich verschiedenen E~schei-

- nungen -der Biegeschwingungen und der biegekritischen Drehzahlen 
ohne Kreiselwirkung ·werden beschrieben dur_ch dasselbe Gleichungs-
system, ~ .·' 

_ Nicht mehr so einfach ·liegen die Verhältnisse, . wenn die 
K:re~selwirkung berÜcksichtigt werden muß~ Darm verschwinden 
die Momente (4) und (6) bzw. (7) nicht mehr, und die beiden 
Gleichungssysteme stimmen nicht mehr überein. ·Es besteht :also 

' ' • - . . . ' . . 

auch keine direkte Analogie mehr. ·wir werden jedoch ' zeigen, wie 
sich dieser jall durch eine Er~eite~ung d~r bisherigen Analogi~ 

. . I 

· erfassen ·l 'äßt. Diese Erweiterung führt zu gewissen abgeänderten 
. Schwingungsver suchen, durch die es möglich wird, auch den· Ein-:- -· 
fluß d~r Kreiselwirkung, wenigstens in einer gewissen Näherung, 
zu berücksichtige~. 

Besonders einfach liegen die Verhältnisse, wenn die . . starren 
~ - ' . ' ' - . . 

·Teile Sk des Rotors dünne Scheiben sind. ])ieser Fall soll des-
halb zuerst betrachtet werden. iEJr kann auch in der _Mehrzahlder· 
praktischen Fälle angenommen werden, und eine besondere Behand-

- . i . '. . . . -
lung rechtfertigt sich also auch a-us diesen Gründen. Nach den 
eben dargelegten Betrachtungen werden die Schwingungen einer 
solchen Welle charakterisiert durch das auf Seite 5 ausgespro- ­
chene Eige~wertprobiem mit den Gleichungen (3) -bis (5'), die . . . . . . . 

kritischen Dr~hzahlen dag~gen durch das auf Seite _6fformulierte, 
das sich. vom -ersten einzig dadurch unterscheidet, daß ( 4) durch 
(7) zu ersetzen i~t. ]). h. also, daß im ·hier zugrunde ~elegten 
Fall von lauter ·dünnen Scheiben die beiden Eigenwertprobleme 
zwar nicht gleich sind, daß sie sich ab~r in verhä~tnismäßig 
geringfügige-r Weise einzig im Vorzeichen der Momente (4) und' (7) 

. ' 

unterscheiden. - · 
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Darauf läßt sich nun in folgender Weise _eine Methode zur 

Berücksichtigung der Kreiselwirkung gründen: Wir denken uns zu . 
• . .... ' . • ~ . •' . ' 1 

der ursprünglich gegebenen Welle W (Abb. 5 oben) eine leicht · 

abgeänderte Variante w* konst~uiert (Abb.. 5 unten),' für deren 
. . 

Teile und Größen die gleichen Bezeichnungenverwendet werden sol-

len, wie. bei ·der ursprünglichen weil.e W. Tier Unt.erschied von w* ' 
gegenüber W soll ,einzig und allein darin bestehen, ·daß die Mas­

sen m8k der · starr_:n Teile Sk' die bei W eine räumliche Ausdeh- . 

nung haben, bei W-n als punktförmig (im Schwerpu~kt) · angenommen 

werden~ Die -Massen m8 hab-en also bei W und w* die gleichen 

Werte, während. für di~ Träghei:tsmomente e8 bei der Welle w*: . . k 
die Beziehungs~ · 

bestehen. 

Gegebene Welle · w 

?~d:~ 

Variante · w*. 

--ms~ 

Gs"' 

8sk 

56 

= 0 

·Sa 
n 

lr~Sa 
-1-ns, ess 
es, 

S1o 

®$ 
~0 

e. 
sfo 

5.;~ 

'lns13 

G>s 
1J 

....., . 

---'·"' I"' 
---. ·Jo•-

Abb. 5 

fl 
1_. 

ms wie bei ' w 
k 

es = 0 
k ' 

. ( 34) 
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· Wir hetrachten nun wieder . die _Schwingungen der Welle w*·.· 
Diese werden wieder durch ein Eige~wer_tproblem charakterisiert, 
welches im wesentlichen mit d,en beiden bisherigen überein­
stimmt und sich .von diesen nur dädurch unterscheidet, daß 
anstelle von (4) .bis · (7) entsprechend (34) die .Gleichungen 

bestehen. 

M · = 0 
sk 

(35) . 

Damit li'egen nun also drei Eigenwertprobleme vor: Eines . ' . ' . ~ . . . 
für . die ,Schwingungen der ursprünglichen Welle W, eines .für die . 

· Schwingu~~en. der abgeänderten Welle w* .(Abb • . 5) und eines. für ' 
die kritischen Drehzahlen,der ursprünglichen .Welle. Alle drei 

·stimmen überein bis · auf die Beträge der äußeren Momente. Für . 
diese letzteren gelten, in nochmaliger Uebersicht ·zusammenge­
stellt, die f6lg~nden Formeln: 

' 

a.) Schwingungen de~ ursprünglichen Welle W: 

111 = B ·y' •W 
sk sk sk 

b.) Schwingungen der Variante. w*: 

Ms. = o 
k' 

2 

1 c.) · Kritische Drehzahlen der ursprünglichen Welle W: 

Ms 
k 

= -EJ ·y' •w2 
sk sk . 

( 36) ' 

' ·(37) 

(38) 

.. Wenn wir vom mittleren Fall der Variante ' w* ausgehen, so 
kommt bei ' den Schwingungen .der ursprünglichen -Welle noch der 

. zusätzliche Einfluß der Momente (36) hinzu, der die Frequenzen 
~rniedrigt. Ein gleich großer Einfiuß tritt gemäß (38) bei den 
. ' ' 

kritischen Drehzahlen mit dem umgekehrten Vorzeichen, · also in 
erhöhendem Sinne; auf. Es ergibt sich also,.daß, wenn wir vom 
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mittleren Fall ausgehen, eine gleich große zusätzliche Wirkung, _ 

das eine Mal _im einen (erniedrigenden), das . a~dere . Mal. im umge­

kehrten .(erhöhenden) Sinne1 hinzukommt. Mathematisch handelt es 

sich um die Vari~tion eines Paramete~s ,' der in erster Ordnung: 
·' 

eine proporti~male Aenderung der von. ihm abhängenden Größen zur 

Folge hat. 

Daraus :folgt, daß in . er·s.ter Annäherung die Schwingungs-, 

frequenzen der. Welle · W gegenüber denen von w* um den gleichen 

Betrag tiefer liegen, um ·den die · kritischen Drehz.a.'hlen v~n W · 

höher liegen. Bez.eichnet ·also .wk die k-te Eigenfrequenz der 

ursprünglichen.welle w, w~ diejenige der Welle w* und schließ-
.. ' . , . . . I 

lieh ·Qk die k-te kritische Drehzahl von W, · so gilt ·in .erste'r 

· Annäherung 

Qk * * wk = wk - wk (39) 

oder 

Qk = 2 w~ - wk (40) 

Setzeri wir schließlich 

* 1\ wk - wk = ~wk ( 41 ) 

so kann man (40) auch in der Form 
' 

Qk = wk + 2 • 6 wk (42) 

oder 

.. * 
Qk = wk + .6 wk (43) 

schreiben • . 

Damit ' ist die hiet entwick~lte Methode zur Berütiksicht~gung 
der Kreiselwirkung im Prinzip u~d für den einfachsten Fall schei·­

benförmiger Teile Sk aufgestellt. Sie besteht im wesentlichen 

· i.n der Anwendung der Formeln (40) bi's (43). Durch diese ist es 
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möglich, vermittelst einer · leicht abgeänderten .zusätzlichen 

· Welle Yf~ upd zugehörige Schwingversuche die biegek;i tischen· 

.. DrehzahleD: . einer Welle . a~ch unter Ber?cksichtigu~g der Kreisel­

wirkung in erster Annäherung zu ermitteln. In ' der überwiegenden 

Mehrzahl der.· praktischen Fälle ist der Einfluß der Kreiselwir­

kung nicht sehr gr~ß. Bei der Grundschwingung einer Welle be- · 

·· trägt er ,in der Regel einige wenige Prozente, während . er bei 

den höheren Jliegekri tischen a'nwächst. Für die allermeisten 

Anwendungen . ist· also · die genannt~ Niherung erster Ordnung völlig 

ausreich-end, , ums.omehr_, als meist v·on anderen Seiten her viel · . 

größere .Ungenauigkeiten hinzukommen. Als ein gewisser Norm-
wert ·kann wohl angenommeh werden, daß .die F~rmeln ' (40) .bis (43) 

für praktische . Zwecke unbedenklichverwendet werden können, wenn 
. . 

die Erhöhung durch die Kreiselwirkung nicht mehr als et'wa 10 % 
ausmacht, wenn also die ·zu einer Frequenz wk gehörige Tiifferenz 

. ~ wk nicht mehr als etwa 10 % von wk beträgt. · · 

Fall's . sich größere Abweichungen ergeben, können die Formeln 

. : (40) bis (43) zwar nicht mehr als genau gelten, hingegen sind 

sie trotzdem noch sehr gut .·in qualitativem Sinne verwendba~. Es 

kann zwar nicht mehr .der genaueWert einer kritischen Drehzahl 

. berechnet werde~, ~ber es können sehr 'weitgehende · Schlüsse .auf . 

deren ungefähre Lage gezogen werden, was meist völlig .genügt. 
- • ' 1 . . 

Schließlich · ist es auch möglich, die bisher verwendete Näherung 

erster Ordnung durch eine solche höherer Ordnung -zu ersetzen. 

In der vorliegenden Arbeit soll aber nicht darauf.· ein~egangen 
. ' 

werden. 

\ Bisher wurde der besonders ~infache Fall schmaler Scheiben 

vorausgesetzt, der auch in der Praxis in der. Regel angenommen 

~erden kann. Der allgemeine Fall läßt ·sich aber in ganz ent~ 

. sprechender Weise. behandeln. Maßgebend sind je·tzt die Glei­

.chungeh (6), die ' anstelle von .{?) treten. Man überlegt sich 

leicht, daß zur Erfassung des allgemeinen Falles zwei Varianten 

w* und w** der ursprünglichen Welle nötig sind. niese sind in . 

. Abb .. 6 dargesteilt. Für ihre Teile · und Größe·n werden wieder die 
' 

' gleichen Bezeichnungen verwendet, wie bei der ursprünglichen 

Welle. Die starren Teil~- der Welle sind jetzt nicht meht schei­

·benförmig. 

l 

\ 
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SJ ~-Sa 

D--+- -· · .-· ---·1~· 

rns3 
e~~ 

s · J 

rns8 
es,=OI 

ms = wie bei w 
. k 

es = o 
k 

., - ·•--+· r-··-. • 
-·-

rns . . i 

I ~~; J 

. 8 

. B.s 
I 

ms ::;: wie bei W 
k 

es . = ;r s . ...; e·s 
' k k k 

.Abb. 6 ' . 

s8 

Was zunächst die Variante w* betrifft (Abb. 6), .so . stimmt 

sie vollständig überein m~t ·der früheren Variante w*. Ihre 

wesentliche Eigenschaft besteht darin; <laß die .. Massen der star-:­

ren Teile als punktförmig ange.nomme:ri werden. Die Variante w** 
·. dagegen (Abb. 6) hat zwar die gleichem Me1ssen mSk: wi.e die ur­

sprüngliche . Welle, hingegen andere Trägheitsmomente. Die axia­
len Trägheitsmomente 6s . bei , W~Bf sollen nämlich . gleich groß ~ 

. ' k 



~ · 23 

sein wie die bezüglichen Differenzen Tfs .:. ·es .• bei .der ursprüng- . 
. . . . . .. . . k · ..• k • ·.···. ** . 
liehen . Welle. · Im Fa~le schmaler Scheiben ergi·bt. sich' daß W . · 

mit w übereinstimmt. 

Wi~ betrac.hten nU.n wiede.r einerseits die . Schwingungen von / 

· w** und w* so~lie andere~seits die kritischen Drehzahlen · der 

ursprünglichen weile w. Jede dieser Auf~~b~.!l führt ·auf · e:Ln 

- ~Eigenwertproblem, . und die dre~ Eigenwertproble~e utiterscheiden 

sich wi~der nur .in den äußeren Momenten ·. Entsp~echend (36) bis 

·'(38) ergibt s'ich dabei die folgende Uebersi.cht:· 

-' ;· . ' ** 
a.) Schwingungen der Variante · W · ·: 

M = CIT . -e ·>·Y' ·w2 
sk . sk .· sk sk 

b.) Schwingungen der Variante w*: 

Ms =. o . k . . 

c ,) Kritische Drehzahlen der ursprünglichen Welle w: 

M = - c77 - e > • Y, • w 2 

· sk . ~k .. sk ,slt 

.· Damit liegen · aber völlig analoge Verhältnisse .vor wie im 

früheren Fall, und die kritischen Drehzahlenin-der Welle W 

. lass~n .. sich wieder · in erster Annäherung· linear extra~olieren 
aus den Schwingungen der Wellen w* ~nd w**.. . 

(44) 

(45) 

(46) 

·Bezeichnen .wir ·wie frühe.r die kritischen Drehzahlen .von . W 
durch Qk und die Eigenfrequenzenvon w'1- durch w~ sowie entspre~ 
chend die Eigenfrequenzen .von .w** ~urch w~*, sogelten in völ­

lig~r Analogie zu (40) bis (43) di~ Gleichun~en: 

.. * ** :. Qk = 2 wk - wk . 
;·· ·· 

(47) ' 

* ** ·JJ. wk - wk = . wk (48) 

** .. 
. ;~ Qk . = wk + 2 • Ll wk . (49) 

* fj ' Qk = wk + . wk 
· .. (50) 

.. · ·,. 
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Damit sind .wiram ·Ziel. Auch für den allgemeinen Fall 
wurde damit dargelegt, wie .man durch Herstellung zweier Varian­

. ten w* und w** und zugehörige Schwingungsversuche . die. bi.ege­
·kri tischen Drehzahlen eint;'r Welle versuchsmäßig bestimmen kann. 
Für den Fall schmaler Scheiben gehen natürlich diese allgemeinen· 
:Betrachtungen wieder in die früheren über·. 

Nach den bisherigen Entwicklungen sieht es so aus, als ob 
zur Durchführung dieser Methoden stets zwei Wellen nötig sind. 
Bei schmalen Scheiben waren dies diE? we·llen W und ·w*, im allgemei­
nen Fall die Wellen w** und w*. Da die beid€m. in Frage stehenden . 

. . 
: Wellen sich aber nur iri den Trägheitsmomenten der starren Teile 

. . . 
Sk unterscheiden, kannman·sie leicht in der Art von Abb. 7 in 
eine ei~zige Versuchswelle w*** zusa~enfassen. · 

Gestalt der Variante w**~; 

( 

,• . Abb. :7 

· Die starren Teile Sk von w*** haben in zwei zueinander 
. senkrechten .Richtungen verschiedene .Trägheitsmomente, und diese 
. . ' 

entsprechen im Fallevonlauter schmalen Scheiben den Trägheits-
, . .· ~t . . . ' . . . ::.r~.c· 

momenten von W und w· , im allgemeinen Fall dagegen denen .von w·~':J. .. · 
und w*~ Demgemäß müssen jetzt mit der Well.e w*-iiE* Schwingversuche 

:. in z~ei zueinander senkrechten · Rich-tungen dur_-chgeführt w~rden, 
aus denen sich dann in ge~au gleicher Weise wie bisher die biege­
kritischen Drehzahlen der ursprünglichen Welle W ergeben. ·Tiie 
Konstruktion der, Well~ w*** .ist wohl so klar, daß auf Einzelhei-

. . ten nicht eingegangen werden soll. · 
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Eine wei.tere Bemerkung .betrifft den Umstand, daß · die 

Trägheitsmomente der Welle w* theoretisch genau ·gleich Null 

sein müßten. Praktisch wird si_ch das zwar nicht genau, aber 

doch · mit groBer und fast immer ge'nügender Annäherung erreichen 

lassen. Jedoch is.t noch he~vorzuheb .en, da/3 diese Forderung gar 

· .. nicht unbedingt nötig ist, daß man sich also ohne . weiteres von 

. ihr -befreien kann. Z. B. kann man im Falle schmaler Scheiben 

· für di~ Variante w* anstelle von (37) die Ford~rung · 

1 . . . 2 . 
M = -e . ·y' ·w 

sk 3 sk sk 
(51) 

aufstellen, d. h., die Massen m8k werden nicht mehr als punkt­

. förmig angenommen, .· vielmehr besi t ·zen sie eine .endliche, durch ·. 

(51) charakterisierte Ausdehnung~ Dann .ist der einzige Unter-
. . 

schied·der, daß anste.lle von (39) bis (43) wiedertun auf Grund 

linearer Interpolation die Gleichungen treten: 

* * Qk ~ .wk = 2·(wk- wk) (52) 

. Qk = 3·w~ - 2·wk (53) 

* · ~k - . wk = .6wk . . (54) ; 

Qk = wk + 3. L1 wk (55) 

, , * A 
Qk -= wk + 2·~wk (56) 

' \ 
Durch dies.e können also die kritischen Dreh.zahlen Qk in absolut 

analoger Weise wie früher berechnet werden, . ohne daß· .die Träg­
hai t smo~ente der starren Teile von w* zu Null gemacht werden .. 

müssen • . 

Damit sind die in Frage stehenden Analogien · zwischen Schwin-
• • ' I . . . . . 

gunge~ und kritisch~n Drehzahlen in allen Stticken bespr6chen • 

. Es bleibt noch zu bemerken, daß bei der Durchführung von solchen 

Versuchen. natürlich auch die im. letzten Abschnitt entwickelten 

Gesichtspunkte der Modellähnlichkeit heranzuziehen sind. Man wird 

also . von den .Wellen W, . w*, w** und w*** geeigneteModelle·her­

stellen und· die ·schwingversuche mit diesen durchführen. 


