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'“ZuéammenfaSSung

Das Ziel der vorllegenden Arbeit besteht darln, grundsatzllch
und fir den allgemeinen PFall die Moglichkeiten zu studieren,
nach denen die biegekritischen Drehzahlen irgendwelcher Maschi-
“nenwellen durch Schwingungsmodellversuche ermittelt werden kon-
" nen. Dabei zeigt sich, daB es teils vermittelst bisher bekannter '
Zusammenhange, teils aufgrund von ganz neuen Gesichtspunkten und
"Wegen stets in einfacher Weise mdglich ist, solche Modellversuche
~durchzufihren. Fur die Praxis ergeben slch dadurch sehr brauch-

. bare und leicht durchzufilhrende Methoden, um kritische Drehzahlen
- durch Modellversuche in kurzer Zeit zu ermitteln. Diese sind vor
~allem sehr vorteilhaft in komplizierten Féllen (Krelselwirkung,

- mehrfache Lagerungen usw.), da dann die ubrlgen Methoden in der

Regel versagen oder auBerordentllch schwmerlg in der Durchfih-
rung 31nd.( v :
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Ueber dle Bestlmmung von biegekrltlschen Drehzahlen

durch Modellversuche ‘

1, Teil: 7Theoretische Grundlagen

1. Finleitung =

Seit langer Zeit ist bekannt, daB die wichtige Aufgabe, die -
'biegekritischeh Drehzahlen einer gegebenen Maschinenwelle zu
bestimmen, auf experimentellem Wege durch gewisse Modellver-
“suché‘gelést'werden\kanng Z. B. kann man stets ein im linearen
MaBstab n-mal vergroBertes Modell einer: Welle herstellen, Wobe1
n eine belleblge positive Zahl 1st - die 1m Falle eines verklel-

- merten Modells sauch < 1 sein kann. Dle krltlschen Drehzahlen

des Modells sind dann % ~-mal so groB W1e dle der ursprungllchen
Welle. Sie kOnnen auf experimentellem Wege bestlmmt Werden, in-
dem man die Modellwelle in Umdrehungen versetzt und die Dreh- ‘
?zahlen bestlmmt bei denen sie unruhig 1auft Trotz der Allge—"‘
i melngultlgkelt und der prinzipiellen Blnfachhelt dieser Zusam- -
,menhange werden Jedoch solche Umdrehungsversuche kaum ausge-
_fuhrt ‘da die praktlsche Durchfuhrung auf betrachtllche Schw1e—
"rlgkelten st68%. ’

, In zahlreichen Fallen, namllch stets dann, wenn die Krel-
selwirkung vernachla351gt werden darf, konnen dle.genannten_ '
Unmdrehungsversuche mit einem maBst#blich n-mal vergriéBerten -
‘Modell ersetzt werden durch Schwingungsﬁefsuche, was viel ein-

' facher ist. Die blegekrltlschen Drehzahlen einer Welle stimmen
dann namlloh tberein mit ihren Blegeelgenfrequenzen. Man kann
also durch einen Schw1ngungserreger verdnderlicher Frequenz das
'_Modell einer solchen Welle zu Schw1ngungen erregen und durch

: -glelchzeltlge Amplltudenmessung dessen Resonanzen bestimmen. Die

Resonanzfrequenzen sind dann n—mal.groﬁer als die zugehorigen krl—
' tischen Drehzahlen der ursprungllchen Welle., In Abblldung 1. 1st
- eln derartlger Modellversuch dargestellt 4

In v1e1en Fallen - und zwar besonders bei hohen Umdrehungs- '
zahlen und wenn sich auf dem Rotor groBe schelhenformlge Teile-
beflnden - daxf Jedoch die Krelse1w1rkung nicht mehr vernach-'



_‘ léssigt,werdéﬁi‘Sie spielt besonders bei der heutigen Tendenz

- nach Erhdhung dgf Drehzahlen eine immer groBer werdende Rolle.
In diesem Fall filhren die genannten Schwingungsversuche zu
‘unrichtigen Resultaten. Unter Uméténden k6nhen'sich Abweichungen
b1s zu 50 % und mehr ergeben. In der. vorllegenden Arbelt wird
jedoch eine neue Methode entw1cke1t, aufgrund der es moglich

-ist, durch gewisse abgeanderte Schw1ngungsversuche auch die
Kreiselwirkung zu berucks1chtigen.

Wieder andere Verh#ltnisse treten'auf, wenn man - was
meist viel praktischer ist — ein Modell herstellt, das in der.
ange und in der Dicke verschledene Reduktlonsmaﬁstabe aufwelst ’
Wenn die Krelse1W1rkung vernachlas51gt werden darf, kann man wie-
der die ursprungllche Problemstellung durch Schwingungsversuche
ersetzen,,und es gilt der Satz, daB‘ein'Modell,\das‘n—mal lénger f
., und m-mal dicker ist - wobei natiirlich n und m wieder <1 sein
konnen - , —2 -mal schneller schw1ngt als die. ursprungllche ;
Welle, In den hiufigen Fallen, in denen die Krelselw1rkung be—'
rucks1cht1gt werden muB, gilt diese Schwingungsanalogie aber
nlcht mehr. Die in der vorliegenden Arbeit entwickelte neue
Methode. gestattet Jedoch auch jetzt durch gew1sse abgeanderte
Schw1ngungsversuche zum Ziel zu kommen.

Aus den vorstehenden Betrachtungen erglbt 51ch daB kri-
'tlsche Drehzahlen stets nach klassischen Methoden und in ein-
facher Weise durch Schwingungsmodellversuche ermittelt ‘werden
koénnen, wenn die Kre15elw1rkung vernachléssigt werden darf.
Auch bei komp1121erten Wellen (mehrfache Lagerungen, fliegende
Anordnungen usw.) wird die Theorie dieser Modellversuche Q="
schopfend beherrscht durch den bereits erwdhnten Fundamental— |
satz, Qaﬁeln n-mal langeres und m-mal dickeres Modell im Prin-.
zip glelch jedoch —5 ~mal schneller schwingt. Wenn dagegen die
: Kre1se1w1rkung nlch% mehr vernachléssigt werden darf, kommt man
auf dem bisherigen Wege nicht mehr zum Ziel. Eine Hauptaufgabe
der vorliegenden Arbeit besteht darin zu zelgen, wie man dlese
- Schw1er1gke1t durch Heran21ehung gewisser neuer Ges1chtspunkte »

uberbrucken kann. '



Um solche Modellversuche zZu einem in der Prax1s 1elcht
verwendbaren Verfahren auszugestalten, ist neben der erwahnten
Schwierigkeit hlns1chtllch der Kreiselwirkung noch ein zwelter
Gesichtspunkt von;aussohlégéebendér Bédeutungé'Solché Versuche
miilssen in technischér Hinsicht 1eicht,uhd einfach durchfihrbar
sein, Der am. néchsﬁen liegende Gedanké, das Modegll einér Welle
zZu drehen, erweist sich bei néherer Prufung meist als sehr um-
sténdlich, Ebenso ist es im allgemeinen nicht elnfach, ein
Modell zu. gleBen. Als zweite Hauptaufgabe erglbt sich also,
nach Mogllchkelten zu suchen, wie solche Modelle 1eicht, ein=-
fach: und rasch hergestellt und notfalls auch abgeandert werden
* kbnnen, Als brauchbarster Weg erweist sich dabei der Aufbau
von Modellen durch 7usammenkleben aus elnzelnen Teilen.,

Diese beiden Hauptaufgaben, die Bérﬁcksidhtiguﬁg\der Krei-
selwirkung beil ModellVersuchen und ‘die Ausbildung von einfachén
\ Méglichkeiteﬁ fir die Mddellherstellung,'bildeﬁ den wesentlichen
Inhalt der vorliegenden Untersuchung. Durch ihre Ldsung wird es
moglloh flir jede Maschlnenwelle durch einfach durchzufuhrende
Modellversuche die krltlschen Drehzahlen zu bestlmmen. oF ‘if . 3

Erwdhnt sei noch, daB sich die vorliegende Untersuchung
lbeschrankt auf den Ublichen Fall der kritischen Drehzahlen im..
Glelchlauf, wdhrend der praktlsch kaum wichtige Fall des Gegen—.
laufs sowie weltere auBergewohnllche Falle hisx nicht 1n Be-'
tracht gezogen werden. ' ' '

T, Zuruckfuhrung auf statische Betrachtungen

 Zur theoretlschen Behandlung erweist es sich zunachst als
vortellhaft die beiden auftretenden dynamlschen Problemgruppen‘
e £ es handelt sich einerseits um ElgenschW1ngungen, andererselts.
um kritische Drehzahlen - auf solche der Statik zuriickzufihren.
Eé‘wird sich zeigen, daB das in beiden F&dllen in einfacher Weise
'geschehen kann, Ferner setzen wir im folgenden einé;Welle,in der
Art der Abb. 1 voraus, die einerséits‘aus‘biegsamen,zylindrischen‘
' Wellenstiicken B, besteht (Wellenteile By, By, B, Bsg, Bgy Bo, Bg
in Abb. 1) sowie andererseits aus den dazwischenliegenden starren
Stiicken S, (Wellenstiicke 33 und Sq in Abb. 1). Die Welle kann
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auch mehrfach gelagert sein. Praktlsch wird es 31ch zundchst
darum handeln, eine gegebene Welle ‘auf ein aqulvalentes ‘Ersatz—
system in der Art der Abb. 1 abzubllden, Fiir ‘die ‘Linge der ein-
zelnen Abschnitte und dig Radien der biegsamen Wellenteile Bk
filhren wir die aus Abb. 1 ersichtlichen Bezeichnungen ein. _
Ferner seien die Masse eines starren Teiles mit mg ‘bezeichnet‘
sowie sein axiales und sein pélares Trégheitsmoment mit<DS
'bzw; Usk. Fir einen‘sqhmalen starren Teil gilt_bekanntlich

\

ﬂ'sk :: 2 eSk ‘ _- o ' = (1)

Weiterhin'sei T ein auf einem beliebigen biegsamen Wellen~
teil By beflndllches kleines Wellenstiick von der Lénge dx (in
Abb, 1 1legt T im Abschnltt BB) Die Masse von T hat dann den
Wexrt : -
dm,, = f 2~ﬁ1  dx - | (2>»
= Tk T8 ;
wenn ¢ die Dichte des Materlals ist. In der Folge wird es sich
darum handeln, alle blegsamen Teile Bk der Wylle in lauter sol- =

che klelnen Tellstucke 7. einzguteilen. T ist also im blegsamen
Gebiet der Welle als veranderllch dnzusehen. ’

s
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Wenn die Welle'échlieﬁlich'auf irgendeine‘wéiée deformiert
wird, begeichnen wir die Auslenkung und die Neigung eines
starren Teiles Sy durch Is und yé (die erstere gemessen im
, Schwerpunkt von Sk), wahrend die Auslenkung von T durch yT be-

zelchnet sei (Abb. 2). ‘

Abb. 2

'Wir betrachten nun das folgende Eigenwértproblem: Durch °

’ ifgendeine4mechanische“dder sdnstige Vorrichtung mégé bewerk-
stelllgt werden, daB bei einer beliebigen Auslenkung der Welle‘
an den starren Teilen Sy dle duBeren Krafte‘ '

P, =My *Yeq . °W : i (%)
g - P Sy | |

und die #HuBeren Momente

. 5 o i
Mg =04 °y! *w : | . (4)

angrelfen (Abb, 2) Dabel ist w eine zunéchst noch unbestimmbe
Konstante. Ferner moge auf das veranderllche Tellchen T die Kraft
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 dPT = dipeYpew o | ,"(5)
“wirken (Abb"Z)“GeSucht'werden diejenigen Werte von w und die-
jenigen Auslenkformen, bei denen sich die Welle in elnem (1ab1—
“1len) Glelchgew1chtszustand beflndet

Dann ist sofort klar, daB die Loéungeh‘dieses Eigenwert-
problems iibereinstimmen mit den Frequenzen und-den Schwingungs-—
formen der Eigénschwingungen der Welie, denn die Krafte (3) und
(5) stimmen. liberein mit den Tragheltskraften bei einer harmo-
‘nlschen SChW1ngung der Frequenz w, und nach bekannten Satzen
der elementaren Mechanik kann Jedes bewegllche mechanische!
System in jeder Lage fixiert werden, wenn man duBere Kréfte .
von der GroBe der gewelllgen Tragheltskrafte anbrlngt Die
Aufgabe, die Elgenschw1ngungen der Welle zu flnden, kann also
ersetzt werden durch das oben genannte statlsche Eigenwert-
problem.

Noch elnfacher 11egen die Verhaltnlsse bei den biegekri-
tischen Drehzahlen. Fihrt man ein Koordlnatensystem ‘ein, das
‘mit der Welle rotiert, so treten in diesem Zenfrifugalkréfte
als statische Schelnkrafte auf, und die krltlschen Drehzahlen
sind die Umdrehungszahlen, bei denen Glelchgew1chtszustande der
Welle unter der erkung dieser Zentrlfugalkrafte moglich s1nd.

\ Nach bekannten Formeln gelten fur die Zentrlfugalkrafte,
die bel elner Rotation mit der Wlnkelgeschw1nd1gkelt w auf-
treten, auch die Formeln (3) und (5), wahrend,(4) nicht mehr
gilt, DaB (4) nicht mehr richtig ist,/érkennt man qualitativ schon
daraus, daB, wie in der Abb. 3 angedeutet, die Zentrifugal-
‘kréfte'bei einem: scheibenformigen starren Teil §, ein aufstel-
lendes Drehmoment zur Folge haben, also ein Moment, das die
entgegengesetzte Richtung hat wie (4). Eine nshere Untersuchung1)
‘zeigt daB dieses neue Moment die GroBe o

,1) Vgl. 2. B.: Biezeno- Grammel Technlsche Dynamlk
: ’ 1. Anfl,, Kap. 10 Nr. 9 (S. 803 ff)
ferner: . Collatsz," Elgenwertaufgabcn,

1. Kap., § 2, Nr. 6




T R DR .
Mg =- (Ty -0 ),y' Wt (6)
hat (Abb. 3). Im Falle einer schmalen Schelbe trltt anstelle

| fvon (6) gemaB (1) : | - ‘ W
| "k k “k . N : o ¥
d. h., das auftretende Moment 1st dem Betrage nach glelch, aber
dem Vorzelchen nach entgegengesetzt wie- (4) Neben den Momenten ;
(6) baw. (7) wirken,. wie berelts erwahnt, auf die Welle noch -

'~vﬂZentr1fuga1krafte von den fritheren Betrigen (3) und (5) Sle

‘451nd in Abb. 3 der Uebers1cht wegen weggelassen.

Abb. 3

Nachhdiesen EhtWicklungeﬁ erscheinehdie kritiSchen Dreh-
zahlen und Auslenkformen als Losungen eines ganz &hnlichen sta--
tischen Elgenwertproblems wie die Schw1ngungen Der einzige

Unterschied gegeniber dem auf Seite 5 formulierten Eigenwert-
. problem besteht darln, daB anstelle von (4) ‘jetzt die Momente'
f(6) bzw. (7) auftreten, . '
Damit 1st also elnerselts die Bestimmung der Elgenschw1n-

. gungen einer Welle SOWle andererselts die ihrer krltlschen.Dreh— o
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zahlen je auf ein statisches Eigenwertproblem éurﬁckgéfﬁhrt

Die beiden Elgenwertprobleme unterscheiden sich einzig in den
auftretenden Momenten (4) bzw. (6) und (7). Daraus erglbt sich
auch. sofort die in Abschnitt 1 erwdhnte. fundamentale Tatsache,
dafB, wenn die Krelse1w1rkung vernachla551gt werden darf eine

" vollstédndige Analogle besteht zwischen den Schwingungen und
den,krltlschen Drehzahlen einer We11e~ denn dann verschwinden die
Momente (4), (6) und (7), und dle betreffenden Glelchungen
stimmen ebenfalls ubereln.

3, Die Modellgesetze fiir Schwinguggen und
krltlsche Drehzahlen ‘

Aus den Betrachtungen des letzten Abschnittes ergeben s1ch 50-
fort die infrage kommenden Modellgesetze fir die Schw1ngungen
und kritischen Drehzahlen einer Welle. Wir betrachten dazu
Abb. 4., Diese bezieht sich auf den Fall derx Schw1ngungen. Die
obere Figur zelgt eine’ Losung des auf Seite 5 formulierten
-statischen Elgenwertproblems fir die Schwingungen samt den
dabei auftretenden Kriften und Momenten. Es werden dabei die
gleichen-BezéichnUngen %érwendet wie im allgemeinen Pall der
Abb, 2. Ferner sei der'Eigenwert mit w und die Durchbiegungs-
\kurve mit y = f(x) bezeichnet. Nach den angestellten Ueber-
legungen stellen diese letzteren GroBen gleichzeitig auch die
Frequenz und dle Form einer Elgenschw1ngung dar.

Die untere Flgur in Abb. 4 zeigt elne gegeniiber der
oberen n-mal verlangerte und m-mal verdickte Modellwelle. ‘
Dlese hat auBerdem eine modellahnllche Auslenkungsform, do hey
in den Koordlnaten x und y lautet die Gleichung der Durch- '
blegungskurve ‘ '
pr B e , v o )
F=2E) =T@ - (8)
wobei f die gleiche Funktion wie oben bedeutet, wihrend T-als -
neue Funktion aufgrund von (8) definiert wird. Im folgenden

- koppeln wir die beiden unabhéngigen Veranderllchen X und x
- durch die Beziehung :



d. hey o x und X sollen nlch‘b mehr belleblge, sondern modell- '
ahnllch gelegene Punkte der beiden Wellen darstellen. Dann ;
: 1af3t sich (8) unter Berucks1cht1gung von y f(x) auch in der
Gestalt schrelben. e :

| y(i) = y(x) RIS '”»" ' >-<1o)\

Abb. 4
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Wir fragen nun nach den Kriften und Momenten, die notig
sind, um die Auslenkungen (8) bzw.'(10) herzusﬁelien,‘also
nach den Werten von PSk’ MSk und dﬁé Dabei soll grundsétzlich
auch der Fall in Betracht gezogen werden, daB die Modellwelle
~ aus einem anderen Material besteht. Dieses soll anstelle des
urspringlichen Elasfizitétsmoduls E und der urspriinglichen
«lDichté‘g die neuen Konstanten E und § besitzen, wobei sich
jedoch diese Festsetzungen nur auf die biegsamen Teile Bk nd
Bk bez1ehen, wéhrend in-den starren Teilen Sk und . Sk, die wir
uns mit Elnzelmassen und Elnzeltragheltsmomenten behaftet den-
ken, im folgenden E = E =cound $ =g = 0 gesetzt werden kann,
Dagegen sind dann also in den Schwerpunkten der Teile Sk und
Sk die genannﬁen Einzelmassen und Einzeltrédgheitsmomente anzu-
bringen. SchlieBlich seien die Querschnittsfléchen}und_das
Fléchentrégheitsmomeht der ursprunglichén und der Modellwelle
mit q(x), I(x) bzw. q(X), f(i) bezéichnet wobei diese Funk-
‘tionen naturgemaﬁ unstetlg sind. In den starren. Tellen, die w1r
uns, wie oben’ festgesetzt, an sich masselos und nur mit Einzel- -
massen und - Elnzeltragheltsmomenten behaftet denken, konnen wir
im folgenden z, B. iberall q(x)= 1, q(X) = mz, ferner I(x)= 1,
’I(X)gg n® setzen. Dann gelten aufgrund von (9) die Beziehungen

. q(x) i i )4
m?. T (x) ‘ “ : ‘F ae

i}

a(x)

I(x)

"Es ist nun leicht zu sehen, daB die superponlerte Durchb1egungs~-
kurve (8) bzw. (10) der Modellwelle unter den Bedingungen -

- - 4 \ _
- Em :
5. -Iznp R ~
S, T E o7 8 T RPN T
. ) {
- 4 e ! -
> E m T U
M = 2 =5 M- | 4 (12)
Sk E n2 Sk . ~j/ ’
- ‘ : ey
5. _ &I . , ,
db_PT"E;?dPT‘ |
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‘éhtsteht denn wenn wir im folgénden das Biégemdment der ur-
sprungllchen Welle mit B(x) und das der Modellwelle mit B(x)
bezeichnen, folgt aus (12) unter Berucks1cht1gung von (9)

4

B(x>; TR (13)

|

|
BResilcs |
<)

‘Welterhln ergibt 81ch aus (13) aufgrund der Beziehungen (11)
und der belden Stabdurchblegungsglelchungen ‘ :

i (‘14')

7% = 2EL N
; . E-I(x) 3
‘die Beziehung‘ | DTy -
| e R S

Aus dieser letzteren folgen schlieBliéh durch Integration
unter Beruck51cht1gung von (9) und den Randbedlngungen die. -
‘belden Glelchungen ’

FE =Ly )

i

FE@ =y m

womit die‘aufgéstéllte Behauptung bewieSen ist"

In den Ausdriicken (12) kann man noch fiir Py s MS und
dPT d1e 1n Abb 4 eingezeichneten Werte einsetzen k Ferner
. folgt aus (16) und_(17) '

Ve =F= 3 0 ¥L = n.gk ; yp=¥r 0 (18) -
Sy S T o T8y S’ PR e

. und schlieBlich gilt fiir die Masse diiy des modelléhnlich

gelegeﬁen‘Teiichens‘T der Modellwelle éntsprechend.(2)f

dm-@- = I‘k °n°9°jdx = m ’.‘n %me (19)
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Setzt man die Ausdrﬁcké‘(18) und (19) neben den oben genannten

Werten filr PS,MSk und dPT,in (12) ein, so folgén,die Ausdriicke
' = 4 et o
Em
Pz == My *Ym *W ) T
/ S~ E 0 8. UF, )
5 -Entg L Sw © (20)
- 2 ‘
-.-— = E— &m _——a ——-o J
a T=F § ;1- 0 me w
oder mit : |
® ='E§ ELE W ] (21)
n E-g : ) 4
die entsprechenden Gleichungen
e ‘ -,
Pz = < n-.m“em *Yor W
Sk 8 Sk 7By .
L T T
T =2 nJem®. yE W (22)
Sk 8 k Sk |
S PR S PRI
dPﬁj— =d T T-w

In dlesen Formeln sind ysk, ysk und yf zunédchst bestlmmte,.
‘sich aus der ursprungllchen Kurve y = f£(x) ergebende Werte. Da
aber die Grofen ?é . M " und dPT in (22) diesen Werten propor-
tional . 31nd, ist dle Mogellwelle auch im Glelchgew1cht wenn
man yS ’ ys und yT in (22) mit 1rgende1nem konstanten Faktor
/multlpllzlert Nehmen wir also an, dafl (ganz entsprechend dem
~auf Seite 5 formullerten Elgenwertproblem) bel einer Ausb1egung4
der Modellwelle die Krifte und Momente (22) auftreten, 50 llegt
ein zum ursprungllchen.modellahnllchcs Elgenwertproblem vor,
dessen Elgenwerte und Eigenfunktionen gemaB (21) und (8) bzw.k.

(10) mlt den ursprungllchen zusammenhangen.

Um die Analogie Vollstandlg Zu machen, nehmen wir noch an,
daB die Telle Sk der Modellwelle d1e Massen
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=il e B v ot R |
s =% nen“em ﬂ (23)
R I 7
und die Trégheitsmomente |
| : é-— = § n3°m2°® : - (24)
B B i

L}

“besitzen, und daB auch ihre Schwerpunkte modellahnllch zu denen
der ursprungllchen Welle liegen. Dann schrelben sich dle Krafte
und Momente (22) in der Form

P
Sk x Sk | | e
g =0g -& .55 ey §2ad
K k Sk - 0
AP~ = dme ?-— %2
AFg = dng ¥

Damlt ist die Analogle vollstandlg hergestellt er nehmen'
also an, daB zu der urspriinglichen Welle ein n-mal verlangertes
und m-mal verdicktes Modell aus anderem Material konstruiert sei.

. Dabei sollen jedoch fiir die Massen und Tragheltsmomente dexr star-

ren Teile Sk die Formeln (23) und (24) gelten, und' ‘deren Schwer-
punkte sollen modell&hnlich zu denen der urspriinglichen Welle
liegen. Im iibrigen kbmmt es auf die Form‘der-Starren Teile nicht
an. Entsprechend Seite 5 nehmen wir weiterhin an, danaufgrund
von 1rgendwelchen Mechanismen bei einer Auslenkung der Modell-
welle\die Krafte und Momente (25) auftreten und stellen das
Elgenwertproblem, diejenigen Werte fir @ und diejenigen Auslenk-
'formen zu flnden, bei dénen sich die Welle in einem (1abllen)
Glelchgew1cht befindet. Dann erglbt sich also aufgrund unserer
HBetrachtung, daB die beiden Eigenwertprobleme modell&hnlich sind.
Die zu 1hnen gehorlgen Elgenwerte hingen gemaB (21) und die
Eigenfunktionen gem&dBf (8) bzw. (10) zusammen, wobei be1 den
letzteren natirlich noch ein konstanter Ueberhohungsfaktor hln—‘
zutreten kann.A ' ‘ :
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Genau entsprechende Aehn11chkeltsbetrachtungen gelten
auch h1n81cht110h des auf Sermaéfausgesprochenen statischen
Elgenwertproblems flur die krltlschen Drehzahlen. Hierbei tritt
Cim allgemelnen beim ursprungllchen Problem anstelle von (4) die
Gleichung (6). Aufgrund davon ergibt sich durch eine volllg
' parallele Ableltung anstelle von (24) die Forderung

(IT—V'-'é—,) . §n3-m2-(n‘ ~0.) (26)
SRSy T Bt g . Sy Sy A

uhd;damit anstelle der zweiten Beziehung (25) die Gléichung'

_ s \, ,
Is =- (Ig -Og5 ) 7§ v (27)
Sk S Sk St TS

'Der einzige. Unterschled der krltlschen Drehzahlen gegenuber den '
SchW1ngungen besteht also -im allgemelnen darln, daB es anstelle
der axialen Tragheltsmomente @S bzw.¢?§ ‘jetzt auf die Diffe-
renzen (ﬂ —(9 ) bzw. (ﬁ; E%k) des %olaren und des axialen
Tragheltsmomenteg ankommt . ' : :

In dem w1cht1gen und haufigen Fall, daB die aufgesetzten

Massen 1auter schmale Scheiben 51nd, reduzieren 51ch die Glel-
chungen (26) und (27) auf ‘ Y o

| ‘é“' = § .n30 m20 l . " ’ | "y 28 ‘

T PR o | ( 2
= o ' »

Iz = -0z 7& -0 - (29)

d. h., man kommt bis auf das Vorzelchen in (29) auf den fruheren |
Fall zuriick.

Nach den.Betrachtungen des 2. Abschnittes konnen wir diese
Resultate schlieBlich noch in die Sprache der Schwingungslehré
- bzw, der krltlschen Drehzahlen Ubertragen. Es ergeben sich dann
sofort die folgenden Hauptresultate' _
Zu einer gegebenen Welle, die aus einem Materlal mit dem
Elastizitdtsmodul E und der chhteﬁy besteht, sei ein n-mal
verléngertes und m-mal verdicktes- llodell konstruiert aus
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elnem neuen Materlal mlt den bezugllohen Konstanten E

und '3 (Abb 4). Dabei kommt es auf die genaue Form der -
starren Teile Sk nicht an, sondern nur auf die rlchtlge
‘(d. h. modellahnllche) Lage ihrer Schwerpunkte Ferner
‘sollen fir die starren Teile: Sy und Sk die Bezlehungen :
gelten" ' : '

om

A .'

~ oo
52 )
’@‘Sk gn\ é @k s St

-
b Sy
g

'Dann schw1ngen die belden Wellen modellahnllch, und zwar

schw1ngt das Modell: :
A “\/ '%'2'2"\ S SR 1)
5=, g b -

4

‘—mal rascher als die gegebene Welle.

Im Falle der krltlschen Drehzahlen mussen unter
'sonst_gle;chblelbenden Verhiltnissen anstelle von (3%0). ..
im allgemeinen die Beziehungen L e

M -San.m em _ i
S T RO R
o @ g 5 1t (32)
(fl= e n>. m4 O- - 0Oy )
S~ 5’ T8 Sy
gefofdert werden. Sind diese erfillt, -so besteht wieder.
‘Modellahnllchkelt zwischen den biegekritischen Zustanden
der gegebenen Welle und denen des lModells, und die kr1- :
tischen Drehzahlen des letzteren liegen wieder A-mal

Z(Glelchuﬁg (31)) hoher als dle der gegebenen Welle. .

In dem w1cht1gen Spe21alfa11 dagegen, daB es sich um
1auter schmale Scheiben handelt, geht dle untere Glei-
chung (32) uber in:

R R
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"Durch‘diese Sétze'wérden die‘ModélléhnlichkeitsverhéltniSSe'
‘sowohl bei den Schwingungen als auch bei den kritiséhen'Dreh-
zahlen in erschopfender Weise erfaBt. Es erglbt sich aus ihnen
genau, wie ein Modell konstruiert werden muB, damit es sich ent-
weder schwingungstechnisch oder biegekritisch modell&dhnlich zur
gegebenen Welle verh#lt. Dabei bestehen bei der Herstellung'des‘
Modells noch zahlrelche Frelhelten. Zunéchst konnen die Konstan-.
 ten m und n sowie das Materlal des Modells beliebig gewahlt wer-"
den. Ferner brauchen die starren Teile nur den Forderungen (30)
_bzw.‘(32) zu genligen, was bei ihrer Herstellung noch zahlrelche
Mogllchkelten offen 1HB%. '

Auf diese Weise ist es also moglloh ein Modell je'hach dem
vorllegenden Fall 1rgendwelchen Verh&dltnissen anzupassen. Im
'allgemelnen - Jedoch nicht immer - wird man von einer gegebenen
Welle ein kiirzeres und " diinneres Modell herstellen, Gy By B und
m 81nd dann beide «1. Ferner wird es stets vortellhaft sein,
das[Mbdell aus einem leicht bearbeltbaren Material herzustellen.
Oft kommt es schlieBlich bei der Wahl eines Modells in erster
Linié daraﬁf an, daB dessen Frequenzen in einem glinstigen Bereich‘
liegen. Dann ist dieser letztere Ge31chtspunkt fiir die Konstruk-u
tion des Modells ausschlaggebend '

v4. Die Analogie zwischen Schwingungen und biegekritischen
Drehgahlen einer Welle - ‘ ’

Im letzten Abschnitt wurden die Modeligesetze behandelt, wie
“sié fir die Schwingungen und die biegekritsChen Drehzahlén einer
‘Welle gelfen.fDemgegenﬁbér solien im vorliegenden Abschnitt die
Analogien bésprochén‘werden,'wie sie zwischen‘den beiden Er-
scheinungsgruppen als solchen, den~Schwiﬁgungen einerseits und
den biegekritischen Drehzahlen andererseits, zu Recht bestehen.

. Schon in Abschnitt 1 wurde die fundamentale Tatsache erWéhnt,
daB, wenn die Kre1se1W1rkﬁhg vernachléssigt werden kann, eine
vollstandlge Analogie besteht zwischen den SchW1ngungen und den
blegekrltlschen Drehzahlen einer Welle. Dle Eigenfrequenzen und
'dle Elgenschw1ngungsformen stimmen dann genau Uberein mit, den
kritischen Drehzahlen und Auslenkformen. Mathematlsch erglbt 51ch '
diese Analogie sofort aus den Betrachtungen von Abschnitt 2«
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Denn die SchWLngungen erschelnen als Losungen des auf Seite 5
ausgesprochenen, die krltlschen Drehzahlen dagegen als Losungen
des auf Seltefifformullerten Elgenwertproblems. Wle dles bere1t3*
auf Seite T erortert wurde,.stimmen die beiden Elgenwertprobleme‘
tiberein bis auf die lMomehte (4) und (6) bzw. (7). Wenn die'Krei- .
se1w1rkung vernachla351gt werden darf, fallen Jjedoch diese Momente
- weg, und es besteht eine vollstandlge Ueberelnstlmmung zwischen .
den beiden Glelchungssystemen. Das ist der mathematlsche Ausdruck
der genannten Analogle. Die beiden an 51ch verschledenen Erschel—
. nungen . der Blegeschw1ngungen und der blegekrltlschen Drehzahlen
ohne Krelse1w1rkung werden beschrleben durch dasselbe Glelchungs—
system. o '

_Nicht mehr so einfach llegen die Verhaltnlsse, wenn d1e
Krelselw1rkung berucks1cht1gt werden muB. Dann verschwinden
die Momente (4) und (6) bzw. (7) nicht mehr, und die beiden
Glelchungssysteme stimmen nicht mehr ubereln. Es besteht also
auch keine direkte Analogie mehr. Wir werden Jedoch zeigen, wie
‘sich dieser Fall durch eine Erwelterung der bisherigen Analogle'
‘erfassen 1#8t. Diese Erweiterﬁng’fﬁhrt zu gewissen abgeénderten
- Schwingungsversuchen, durch die es magiich\wird, auch den'Ein—':‘
fluB der Krelse1w1rkung, wenlgstens in elner gew1ssen Naherung,
zu beruoks1cht1gen. :

Besonders einfach llegen dle Verhaltnlsse, wenn die starren
:'Teile Sy des Rotors diinne Scheiben sind. Dieser Fall soll des-
halb zuerst betrachtet werden. Er kann auch in der Mehrzahl der
’ praktischen Félle}angenommen werden, und eine besoﬁdere'Behand-
lung ‘rechtfertigt sich also auch aus diesen Grinden. Nach den

" eben dargelegten Betrachtungen werden die Schw1ngungen einer
solchen Welle charakterlslert durch das auf Selte 5 ausgespro— e
chene Elgenwertproblem mit den Glelchungen (3) bis . (5), die
krltlschen Dréehzahlen dagegen durch das auf Selte6f'formu11erte,
das sich vom ersten einzig dadurch unterscheidet, dafB (4) durch
(7) zu ersetzen ist. D. h. also, daB im hier zugrunde gelegten
Fall von lauter diinnen Schelben die beiden Elgenwertprobleme
zwar nicht glelch sind, daB sie sich aber in verhdltnisméBig
‘gerlngfuglger Weise e1n21g im Vorzeichen der Momente (4) und (7)
'unterschelden. o '
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Défauf 148t sich nun in folgender Weise eine Methddé zur'
Beruck51cht1gung der Krelselw1rkung grunden. Wir denken uns zu
der ursprungllch gegebenen Welle W (Abb. 5 oben) gine 1elcht
abgeanderte Varlante W konstrulert (Abb. 5 unten), fiir deren
Teile und GroBen dle glelchen Bez@chnungenverwendet werden sol-
~ len, wie bei ‘der ursprungllchen Welle W. Der Unterschled von W“’
'gegenuber W soll ein21g und allein darin bestehen, daB die Mas-
gen mS der: starren Teile Sk’ die be1 W eine raumllche Ausdeh-
nung haben, bel W als punktférmig (im Schwerpunkt) angenommen
werden, Die Massen mSk haben also bei W und W d;e glglohen'

: Werte, wahrend. fur dle TragheltsmomenteCD Sic bei,der Welle w%
die Beziehungen - ‘ ' - o

bestehen. - |

' Gegebene Welle W

£§ . 8 | Bs JB? .£§ By | B

8 w-Lk]
%EH — . v
om

' g
" ” 48 13
@.‘a‘é - 78 0 5'/3
Variante Wo.

M
=l - ) ol— lo o - —lo| —
¥ St e e it

- mg wie bei W

Abb. 5 o Sy BT

k-
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Wir betrachten nun wieder die Schw1ngungen der Welle wE,
Diese werden wieder durch ein Elgenwertproblem charakterlsiert,“
welches im wesentllchen mit den beiden bisherigen uberein—
stimmt und sich von diesen nur dadurch unterscheldet daB

anstelle von (4) vis (7) entsprechend (3%4) qle Gle;chungen

Mo B2 Fver sz LT Rala T ey
o = |

bestehen.

Damlt liegen nun also drei Elgenwertprobleme vor: Elnes
filr. d1e Schw1ngungen der ursprunglichen Welle W, eines fur die.
Schwingungen deér abgednderten Welle W (Abb.. 5) und eines. fir '
die kritischen Drehzahlen der urspringlichen Welle. Alle drei B
stlmmen iilberein bis auf die Betrage dex: duBeren Momente. Fur
diese letzteren gelten, in nochmallger ‘Uebersicht zusammenge—

stellt, die folgenden Formeln:

a.) Schwingungen der urspriinglichen Welle W: .

2

My =@ -yl b (s
B Rk PR o s
b.) Schwingungen derrvariante W

\ c.) Kritische Drehzahlen der urspriinglichen Welle W:

Msk = -’@Sk ysk-w2 : | (38)
Wenn wir Qom'mitfleren Fall der'Variante‘wxvausgehen, S0
kommt bei' den Schwingungen der ursprunglichen'Welle noéh der
zus8tzliche EinfluB der Momente (36)_hin2u, der die FrequénZen |
erniedrigt. Ein gleich groBer EinfluB tritt gemdB (38) bei den
krltlschen Drehzahlen mit denm umgekehrten Vorzelchen,‘also in
erhohendem Slnne, auf. Es ergibt sich also, daﬁ, wenn wir vom
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mittleren Fall ausgehen, eine gleich grofle zusétZliche Wirkungr
das eine Mal im einen @rnledrlgendenL das andere Mal. im umge-
kehrten (erhohenden) Slnne,hlnzukommt. Mathematlsch handelt es
‘sich um die’ Varlatlon eines Parameters, der in erster Ordnung
eine proportlonale Aenderung der von ihm abhangenden GroBen zur
Folge hat.

- Daraus folgt daB in erster Annaherung dle Schw1ngungs~.
“frequenzen der Welle W gegenuber denen von W- um den glelchen
Betrag tlefer llegen, um den dle krltlschen Drehzahlen von W
hoher llegen. Bezelchnet also Wy ‘die k-te Elgenfrequenz der
vursprungllchen Welle W, wk dlegenlge der Welle W und schlleB-
lich- Qk die k—te kritische Drehzahl von W, soO gilt in erster
-Anndherung ;

= “’i: W = Uy % o s (39)
‘oder |
Q= 2 W - Wy “‘ o - 2 (40)
Setzen wir schlieﬁlichl
Wy = @k,=_33@k | S i - (41)

's0 kann man (40) auch in der Form

R
odef R i, ‘
A
"schrelben.-

Damit ist die hier entw1ckelte Methode zur Beruck31cht1gung
':der Krelse1w1rkung im Prinzip und. fir den einfachsten Fall schei~
benfdrmiger Teile. Sy aufgestellt. Sie besteht im wesentllchen‘

in der Anwendung der Formeln (40) bis (43 ) .. Durch diese ist es
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mogllch, Vermlttelst einer ‘leicht abgeanderten zusatzllchen

" Welle W und zugehorlge Schw1ngversuche die blegekrltlschen
“Drehzahlen einer Welle auch unter Beruck51cht1gung der Krelsel—
wirkung in erster Annaherung zu ermitteln. In'der uberw1egenden
Mehrzahl der praktlschen Fdlle ist der EinfluB der Krels91W1r-
kung nlcht sehr groB. Bei der Grundschw1ngung einer Welle be-
tréagt er in der Regel einige ‘wenige Prozente, wahrend er bei
-den hoheren Enegekrltischen anwachst Fir die allermelsten
_Anwendungen ist also die genannte Naherung erster Ordnung Volllg
ausreichend, msomehr, als meist von anderen Selten her viel
groBere Ungenaulgkelten hlnzukommen. Als ein gew1sser Norm—
~wert kann wohl angenommen werden, daB die Formeln (40) bis (43)
'fur praktlsche Zwecke unbedenklich verwendet werden konnen, wenn.
die Erhohung durch die Kreiselwirkung nicht mehr als etwa 10 % |
ausmacht, wenn also die 'zu einer Frequenz Wy gehorlge leferenz
éswk nicht mehr als etwa 10 % von Wy betrdgt.

Falls 51ch groBere Abwelchungen ergeben, konnen die Formeln.
A‘(4O) bis (43) zwar nicht mehr als genau gelten, hingegen sind
sie trotzdem noch sehr gut in qualitativem Sinne verwendbar. BEs
kann zwar nlcht_mehr der genaue Wert einer kritischen Drehzahl
- berechnet werden, aber es konnen sehr weitgehende Schliisse auf
~ deren ungefdhre Lage gezogen werden, Was‘meisflvbllig geﬁﬁgt |
Schlleﬁllch ist es auch moglich, die bisher verwendeﬁe Néherung
erster Ordnung durch eine solche hoherer Ordnung zu ersetzen. ’
In der. vorllegenden Arbelt soll aber nlcht darauf elngegangen
erden.

‘Blsher wurde der besonders elnfache Fall schmaler Schelben

- vorausgesetzt ‘der auch in der Prax1s in der Regel angenommen

werden kann° Der allgemeine Fall 1l&Bt sich aber in ganz ent-
‘sprechender Weise behandeln. MaBgebend sind jetzt die Glei- -
‘chungén (6), die anstelle von (7) treten. Mah berlegt sich
1e10ht ~daB zur Erfassung des allgemeinen Falles zwei Varianten
We und W’E der ursprungllchen Welle notig sind. Diese sind in
_Abb. 6 dargestellt, Plr ihre Teile und Grofen werden wieder die
‘gleichen BeZeichnungen'verwendet, wie bei der urspriinglichen
Welle. Dle starren Teile der Welle 51nd Jetzt nlcht mehr schei-
"benformlg. | |
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Variante.Wﬁ.
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d ‘Mg = wie bei W
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Abb. 6 L

.~ Was zunéichst die Variante W betrifft (Abb. 6), so stimmt
sie vollsténdigfﬁberein_mit'der friheren Variante W—. Ihre
wesentliche Eigenschaft besteht darin} daB dievMaSSen der'starr
ren Teile -als punktfﬁrmig angénommen werden. Die Variahte W
dagegen (Abb. 6) hat zwar dievgleichen Massen mg wie die,ur~
 spriingliche Welle, hingegen andere Trégheitsmomente. Die axia-
len Trégheitsmomentetask bgi\W#% sqilen némlich gleich.groB5

A
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sein wie die bezliglichen leferenzen.ﬁrk F-E%k be1 der ursprung-
; llohen Welle. Im Falle schmaler Schelben erglbt s1ch, daB W |

M'mlt w uberelnstlmmt

er betrachten nun W1eder elnerselts die Schw1ngungen von.
L und W sow1e andererselts die krltlschen Drehzahlen der

f{ursprungllchen Welle W. Jede dieser Aufgaben fuhrt auf ein

:jElgenwertproblem, und die drei Elgenwertprobleme unterschelden ‘
sich w1eder nur in den auBeren Momenten. Entsprechend (36) blS
f(38) erglbt s1ch dabel die folgende Ueber81cht._, yEL e

a.) Schw1ngungen der Varlante Wy

2.

M. = (T, ) ‘YL oew (44)
Sy | Sk : Sy | e
b.) Schwihgﬁngen.der'Variahfe'WW:
My =0 o (45)
'c ) Krltische Drehzahlen der ursprungllchen Welle We
0 Mg == (T ) Tyt o LB 4uo

Damit 11egen aber volllg analoge Verhaltnlsse vor W1e im W4
1;fruheren Fall, und dle kritischen Drehzahlen in -der Welle W
flassen sich wieder in erster. Annaherung llnear extrapolieren
‘aus den Schwingungen der Wellen W und W | -

Bezelohnen wir wie fruher dle krltlschen Drehzahlen von. W
g”durch Qk und die Elgenfrequenzen von. W durch w§ sowie entspre—
‘chend die Elgenfrequenzen von Wt durch wkx, S0 gelten in vol—

liger Analogle zu (40) bis (43) dle Glelchungen'

gy =2 w;\-.miﬁ L PSRRI )
Cumee =By (48)
=@ F 2 Be o (49)

O
o

I

£
E
- g
=
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Damlt s1nd wir. am Ziel. Auch fur den allgemelnen Fall
wurde damit dargelegt, wie man durch Herstellung zweler Varian-
~ten W und W und zugehorlge Schw1ngungsversuche die. blege—
‘kritischen Drehzahlen elner Welle versuchsméBig bestimmen kann.
Pir den Fall schmaler SChelben gehen natiirlich dlese allgemelnen
Betrachtungen w1eder in d1e friheren tber.

Nach den blsherlgen Entw1cklungen sieht es S0 aus, als ob

. zur Durchfuhrung dieser Methoden stets zwei Wellen notlg sind.

Bel schmalen Schelben waren dles die Wellen W und W¥ y im allgemel—
~ nen Fall die Wellen W~ *% und WL Da die beiden in Frage stehenden
;Wellen sich aber nur in den Tragheltsmomenten dexr starren Telle

rrrr

A

eine e1n21ge Versuchswelle W

zusammenfassen._

Gestait der Variante W

Abb., 7

Die starren Telle Sk von wr haben in zwei'zueinander
’senkrechten Rlchtungen Verschledene Trégheitsmomente, und diese
ientsprechen im Falle von lauter schmalen Scheiben den Trigheits- -
momenten von W und W , im allgemeinen Fall dagegen denen von W
“und W Demgem&B miissen jetzt mit der Wellé W Schwingversuche‘
“in zwel zueinander senkrechten'Richfungen durchgefﬁhrt'werden,
aus denen sich dann in genau gleicher Weise wie bisher die biege-
kritischen Dréhzahlén der urspriinglichen Welle W ergeben. Die
Konstruktion der Welle W st wohl so klar, daB auf Blnzelhe1->;,,

v'ten nicht eingegangen Werden soll.
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Eine weitére Bemerkung,betrifft den Umstand, daB die
Trigheitsmomente der Welle W® theoretisch genau gleich Null
fseln miiBten. Praktlsch wird sich das zwar nlcht genau, aber
doch’ mit groBer und fast immer genugender Ann&herung errelchen
lassen. Jedoch ist noch hervorzuheben, daB diese Forderung gar
'bnlcht unbedingt notlg 1st, dafB man s1ch also ohne weiteres von
ihr befreien kann. Z. B. kann man im Falle schmaler Scheiben
'fur:die Variante W anstelle von (37) die Forderung |

My = 1O, ey w? o (51)

aufsteilen, d. h., die Massen‘msk”werden nichf méhr-ais punkt-‘
- formig angenommen, vielmehr besitzen sie eine endliche, durch
(51) charakterlslerte Ausdehnung. Dann ist der einzige Unter-
schled der, daBl anstelle von (39) bis (43) wiederum auf Grund
'f linearer Interpolatlon die Glelchungen treten.

e =2i-e) o (52)
R - (53)

R = Aw, ¢ ¥
S = W B &AW . P ‘
O = uy + 3Aw. - (55)

Qk\~= ‘w]%;'{' 2°Awk i | (56)

'
Yo

" Durch diese kiénnen also die kritischen DrehZahlén'Qk,in absolut
analoger Weise wie frither berechnet werden,‘ohne daB die Triég-
heltsmomente der starren Telle von W*© zu Null gemacht werden
miissen. . ' | e

‘ Damlt sind die in Frage stehenden Analoglen zw1schen Schwin- =
gungen und kritischen Drehzahlen in allen Stucken besprochen.

- Es bleibt noch zu bemerken, dafl bel der Durchfihrung von solchen
Versuchen natiirlich auch die im letzten Abschnitt‘entWickelteﬁ
Gesichtspunkte der Modellahnllchkelt heranzuziehen sind. Man wird
also von den Wellen W,. W“, W und W’MK

geelgnete Modelle her-
stellen und die Schwingversuche mit diesen durchfiihren. .



